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Integrabilidade

* Sistemas lineares sao integraveis.

* Sistemas nao lineares com um grau de
liberdade sao integraveis.

* Sistemas nao lineares com mais de um grau
de liberdade podem ser ou nao integraveis.



Sistema com um grau de liberdade
(autbnomo)

* Integravel



H independente do tempo, com um grau de liberdade

H(p,q) =E
dq

p = p(q, E) dt =
J0H/0p
q d A funcao a ser integrada depende apenas
[ = de g, p e podemos escrever p em funcao de q.

.0 OH /0P



Oscilador Harmonico
(equacdoes de movimento lineares)

L,
Hq.p) = 5(P" +4°)

Equacdes de hamilton (lineares)

2(G)-(50()-(2)

Solucao

q(t) \ cost  sinft q(0)
p() )] \ —sint cost p(0)



Péndulo Simples (Lowenstein, 2012, 1.5.2)
(Integravel)

Massam =1, raio do circulo]=1

Lagrangian:
: l .,
’ L(,0) = 59‘“ + g cos b
dL 5 |
g = — = ' '
Pe 20 Hamiltoniana

. : 1,
H(, pg) =60(po)pe — L(8,0(pg)) = 51)5 — g cosf

H=E



Equacoes de Hamilton

1
H(0, pg) = 5‘03 — gcost

, JoH
CIk - ’ .
3pk 6 — Po,
: oH )g = —osinf
Pk = pe 5



Espaco de Fase
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Equacdo da separatriz
E <g. Libracdo E>8 Rotagao
P
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E=+g-) p0=:

Equacao da

-2./g cos(6/2)

separatriz



Oscilador Harmonico (angulos pequenos)

Em torno do ponto estavel

H ~ %([)5 ~+ g@z) Oscilagdes com frequéncia w = \/§

%§ Amolfogiod
)




Movimento de repulsao em torno do ponto instavel

0.10

Amplificacao do
espaco de fase
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Solucao Exata para o Péndulo Simples

Introduzimos a variavel z e o parametro k

I . [0 E+g
z=-—sin| =), =
k 2 29

|
EGQ—gc059=E -> 22=Q(1—k"7")(1—

dt

Ve = k2D = 22)



Para movimento de libracao

: / 4 = lF(sin_lzlkz)
V8o =) —k¥? V8

[ — [y =

F: fungdo eliptica de primeira ordeme k2 ¢ 10, 1)
2
Escrevendoz (t) 2 = sn(/g(t — 1y), k)

Para 9(0) — O, Po (O) = A/ 2F
A(t) = 2sin” ' (k sn(,/gt, k%)) sn éaintegral eliptica de Jacobi

= L gt (T
Periodo da libracdo _\/g - x/g <5 )



Periodo do pendulo T=T (E)

/ \ E// \ Perfil do potencial
1 ! I 1 | { 1 . L { ;r i | s

Espaco de fase




Cada trajetoria com um valor de energia
Uma constante de movimento (constante ao lono da trajetéria)

“}\

\

p = p(q, E)

Essa é a equacao da

trajetoria para cada E .

/
/\

A energia da separatriz tem um valor especifico E.,.
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Equacoes de Hamilton
p= —Fsin ¢

: F = mgh, G = 1/(mh?)
Qf) - Gpa

Equacao de uma trajetodria de libracao

H =3Gp* — Fcos¢ =E

Periodo da

1 d
(2G)1/2 (E + F cos ¢)1/2 trajetoria




FreqUéncia em funcao da energia

Aprox. linear: (senf ~ 0) = w, = \/% = cle.

1
3

E
)= 0=a,]-—

Aprox. 32 Ordemy(senf ~ 6 — >
JON

1_

=

Aprox. Linear
Aprox. 1° Ordem
Solucdo Exata




Integrar sistemas com N graus de liberdade: temos a equacao

_ dq, _ dq, _ daw
0H/0p, 0H/0p, 0H/Opx

dt

Cada funcao do denominador teria que depender
da correspondente coordenada q;

Sistemas (ndo lineares) podem ser integraveis ou nao. Se for integravel

podemos tentar esse procedimento e integrar.



Sistema Integravel com N graus de Liberdade

*N graus de liberdade € N constantes de movimento.
*Podemos fazer uma transformac¢ao canonica para obter
N momentos p; como constantes de movimento.
*Nesse caso, podemos integrar as equagoes de Hamilton

¢ obter a evolucgao das variaveis dinamicas q;, p;



Constantes de Movimento

0q;
p; = o; = const.
. O0H OH
qi - .i - = wi
op; 1 0oL,
0H /0, Efunciodea, 2> di=wit+p;

N graus de liberdade com N constantes de movimento p;:
o sistema é integravel.



